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摘 要 描述 了一个数值模拟二维高速碰撞 问题的拉格 朗 日任意 三 角形 网格有 限
体积法 , 方法考虑了材料的弹性和塑性性质 文 中给出两个计算例题
关扭词 高速碰撞 拉格朗 日方法 有限体积 方 法 三角形网格
中圈分类号
引 言
高速碰撞 现象在许多工 业 问题 中出现 , 如爆炸成型
、
爆炸焊接 现象也
出现在许多 自然现象 中如 陨石撞击地球
、
木星彗星大碰撞等
。 因此 , 二十年 来有 关
问题的数值方法被许多作者研究 , 发表 了不少编码或软件
。
众所周知 , 在非定常计算流体动力学 中有两种数学描述方 法 拉 格 朗 日的和 欧拉 的 ,
相应地有两类数值方法 拉格朗 日方法和欧拉方法 与欧拉方法相 比 , 拉格 朗 日方 法 有
一些优点 网格仅设置在材料上 , 故拉格 朗 日方法需要 的计算机存储较 少 若用 同样数
目的网格点 , 拉格朗 日方法 能够得 到更高的分辨率 由于 没有 对流项 , 拉格 朗 日描 述
方法 比欧拉方法要简单 , 因此要求较少的计算机 时间 拉格朗 日方 法 还 可 以精确
描写材料边界 和交界 面 此外 , 可 以记 录 和表现物质性 质 的时 间历史 , 这对于 反 映材
料 的本构特性来说是很重要 的 但是拉格朗 日方法有一个主要 的缺点 对于 具有大 的材
料 畸变 的问题 , 其计算 网格也成为大 畸变的 这 导致 时 间步 长缩 小 , 解 的精度 降低 甚
至被迫 中止计算
。
问题一般都涉及很大畸 变 , 因此若无特殊 的辅 助措施 , 用 拉格
朗 日方法计算 问题是很 困难 的 但是上 述 的优 点激 励 人 们 去 寻 求用 它计算
问题 的途径
。
任意三角形 网格易于表示复杂的几何区域 、 边界条件和材料 变化 对于 拉格 朗 日方
法 , 三 角形 网格 比四边形网格更适宜表示 网格 畸变 , 因为 当三角形发 生大畸变 时 , 因
某节点 向其对边靠拢时所产生的抵抗力可 由流体静压力与三角形体积成反 比来表征 , 当
体积趋于零时压力趋于无穷 , 适 当控制时间步长 , 即可 防止 网格相 交 出现 正 是基于
这种思想 , 我们发展 了一种拉格朗 日任意三角形 网格 有 限体积法 , 即 在 适 当 “ 有 限体
积 ” 上离散积分形式守恒律得到计算格式 的一类方法 , 其算法类 似 于 所
发展 的 方法 但是在计算 中 , 一些三角形格子仍可变成坏 的形状 , 即具有很 长
的边及相应很短 的高 , 结果导致降低计算精度 , 缩小 时 间步长及 增 加计算 时 间
。
这是
三角形 网格大畸变 的典型现象 故对于任意 三 角形 网格 , 若无特珠措施 , 用拉格 朗 日
方法计算 问题仍然是很 困难的
。
对于 问题必须考虑 “ 靶板 ” 和 “ 抛 射体 ” 之 间
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出现滑移 , 为此要利用滑移交界 面技术 , 在本文第 节将介 绍 如何 用 该技术处理大 畸
变 问题
。
此外 , 网格重分技术 , 这种把畸变网格恢复成正 常形状 的技术是处理 网格 畸
变 的一 种 有 效方法 对于 任意 三角形 网格 , 因节点可任意 排 序 , 故 重 分 网 格 相 对容





动量和能量 守恒律 以及状态方程和应力 偏量 方程
。
采 用 二 维 拉格
朗 日拉坐标系
。
径 向和轴 向坐标分别记以 和
。 方 向和 方向的速度分量






















其 中 为拉格 朗 日格子 , 为拉格 朗 日格子的表 面 , , 、 为外法线 , ,
。 , 为 速 度 向量 , ‘ 为 应 力 偏 量 , 一 , , 一 , 一 。 , , 一
。
对 于 二 维
拉格 朗 日柱 坐标微分型基本方程是
这里
育旨
、二 , 、 一
,
日 介’ 连续方程 宁 一共兰 十 止
一
共竺一 子 一 几 ’ 介
日, 日, 。 。。
运动方程 一廿应 福竺 二 一夸二 一 止二 习丫 口
口 口, ,
一乞 云 一书兰 止 共拼兰 〔“ 刁
’
刁
能量方程 ‘一 , 六护 贵‘ ‘
· ‘·‘· 一‘。 ⋯“ · ,
上标 “ · ” 表示 时间导数 是 比容 坑 是初始 比容 , 。是单位初始体积 的 内


















二 一下 十 一 ,
口
有 如下关系式
。 一 夕一 。 。一 夕一
这里 是人工粘性项
。





鞠 么行诊”一 了 下




乙 己 李 是 局部 自旋率
, 是弹性剪切模量
。
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屈服处理
利用 一 屈服条件 , 定义等效应力 为
于一 、 合 子






力是处于弹性状态 , 则 由 一 所得就是应力结果值
。
如果 ,
是 由 一 所得应力乘 以 因子刃万才是结果值
材料 的破坏处理 ’卜
材料 的等效塑性应变 。, 被定义作





号 。一 ‘ ‘
, 一 ‘。 ‘ 一 ‘。 ’卜 号“几
材料 的体积应变被定义作
竺 一
其 中 和 卜, 分 别表 示 当前和初始格子体积
。
假如一个格子 的乙超过指 定 的等效 塑性 应
变 今或它 的 “ 超过指 定 的体积应变 即 , , 则 出现部分破坏 , 于是令所有应力为零 但
正 的静压力和 人工粘性应力仍保 留 , 从而 该格 子像流 体那 样 运 动
。
假 如 。 , 超过指 定 的
等效 塑性应变 乓 今 , 则 出现完全破坏 , 于是令所有应力 和 压 力 为零
。




一些 达 到完全破坏 程 度 的 畸变格 子 则 从
计算 中被剔 除掉了
。
状态方程 本 文利用 一 位 方程 ‘
。 。 拜
其 中 , 尸 拼 拜 拼 , 一
和 是材料相 关 常数
。
警
, 。一 令一 ‘
, 是 ·‘一 常 数 , 而 “
、 “
拉格朗 日任意三角形 网格有限体积法
对于拉格 朗 日坐标 , 利用 自动三角剖分技巧把材料 区域剖分成三角形 网格 , 使 得 外
边 界 自由面 和 材 料 边 界 在 拉 格 朗 日 网 格 线 上




、 应力和应变等则定 义在格子 中心 , 设这些量在 格 子 上是 均 匀 的
。 为 了捕捉激








其 中 是 局部声速 , 是所考虑 的三角形格子 的最小高 和 若是 线 性 和二次粘性 系
数 , 在计算 中所用 的典型值是 和 若
。
动量方程 的离散化
对于每个节 点 , 例 如 图 中的节点 , 把节点 周 围的三角形格 子 的重心 和 过节 点
的格子边 的 中点按逆 时针方 向连线得到有限控制体积 ‘ , 其 中 , , ⋯ , 是过节 点 的
三角形格 子 的顶点 , 点 ① , ② , ⋯ , ⑥是相应三角形格子 的重心 , 而点 , , ⋯ , 是 相
应边 的 中点
。
记节 点 为 ‘ ‘ , , 记节 点 为 , , 记 中点 、 为 仓 一
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, , ‘ , 记 重 心 ① 为 。 挤、 , 万、 ‘ ‘十 , ‘ 十 , ,
⋯ , 是 围绕节 点 的三角形格 子 的个数 , 约定 、 , , , , , , , 风
二 八叭 , 、 几 、 、 分别是相 应 三 角形 的面积 , 体积 , 密度 , 质量 , 正 应力 和 剪 应
力
。
在有 限控制体积 。‘上 , 应用格林公式并近似积分动量方程






一 艺 几 ‘一 , 。 、 , 一 。 , 一
‘刃’
一 二 艺 爪 , 一 、 。。 ,‘一 ,





。 用 时 间 向前差 分近 似
, 一 一 二‘ 日 日








取 三角形格 子本身作为有 限 控制 体积 ,
得到相应离散格式 例如 , 对于三角形格子 凡
应 用 格林公式 并 近似积分相 应方程就 可
, 我们有
‘一 六【‘一 一 ,一
, 一厂 一 ,一 ‘毛一
按上述方法得到 的格式类似于 的著名的
‘,
有 限元方 法 ’,
。
陈宇




设 已知 “ ” 时 间层各节点位置 , 衅 , 三角形 格式 ‘ 的三顶 点按逆 时针方 向依次
是 犷, 对 , ,
, 叮 和 众, 护 , 其面积是 , 体积是 岭 , 质量是 ‘ , 应力状态 刃‘ ,
二 ‘
、
认‘ , 体积应变 吸 压力 川 , 密度 川 , 内能‘ , 人工粘性 , “ ” 合
” 时 间
层 的节 点 速 度 衅十 ’ , 犷 ’ 和 时 间步 长 △ ’ 以 下 给 出求 “ ” 层 ,
各有 关量 的离散化公式
位置 梦 ’ 梦 ’ 梦 ’




梦十 ’ 一 一 ‘ , 一 一 二 一 一 , ”十 ’
。
,
, 一 二 下, , , , , , 万, , 一 生 ‘ , 一 ,
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一 二 ‘ 一 ‘ ‘一 。
” ’
一 ‘ ‘ 一 二 , 一 ‘ 二 ”十 ’
色。 犷 ’ 一 下 一 、‘ 下 “
”




’ 碑 ’一 碑
钾 ’ △ ”十 ’
‘ ‘一 ,
、户护了,︹、︸伟了‘、、
局部 自旋率 。 , 尹 ’
一 。 一 ‘一 , 一 一 一 ‘ , ”十 ’
, 续一 一 、。 一 、。 一 、犷 ” 、一 , 一 爪 “ ‘ ’ “一 一 ‘ ’ 、一 ‘ 勺
一 , 一 ‘一 ‘一 二 一 一 ‘ 二 ”十 ’ ,
以上各式 中的 “ ” 量是指 “ ” 时和 “ ” 时量 的平均 , 如 ’ 犷 川 十 ’
。
等效应变率 万犷十 ’ ,
’













、, · ’一 , 〔 ‘ 一 告韵
‘ ’ · 、 ’“ 】 二 ’
瓦,产“ 一 , ‘。一 号韵
‘ ’“ △‘”‘ ’尽
剪应力 试验值
、、只甘少几八」了‘、
、下, ‘” ’ 了 ‘ ’‘ 卜 罗。忿’‘,
” ’‘
屈服条件

















其中 , ‘”十 ’ , ’, ’ ’,
和剪应力的结果值 , 不, 犷 ’ 只芳 ’, 瓦
人工粘性项
梦十 ,
若砂 ’ 种 屈服
舒十 ’, 梦 ’ 分别是应力偏量
十 ’ 瓦 十 ’, 瓦 十 ’ 瓦 ‘ , 不 十 民
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犷十 ’ 万毛“犷
气







冬 伽 ,‘, , 犷 , 。犷 ,‘ △一 ,‘, △ 、
石
十 冬 。 , , 犷 ,‘ △。一 ,‘
乙
△ 砂广’‘ 宕犷 ’‘, 丁竺广’‘‘梦 ’‘, 丁吕广’‘, 宕吕 ’‘, 万罗井’‘ 宕犷 ’‘
夕犷十 ’一 尸犷’ 。罗 ’ 拜 犷 ’
灭”十 ’‘
△
, 犷】一 、, 。 、 “ ‘一 警
‘ ’
。 ‘ 一 令 一
法 向应力
破坏准则 如弓 ’ 今 或
二 ’一 筑 ’一 犷十 ’一 十 ’ ,
哎 ’一 暇 ’一 犷十 ’一 梦十 ’
暇 ’一 会广’一 夕犷 ’一 犷十 ’
犷 ’ “





如 暇十 ’ 。。
, 则所有应力和压力都置零
。





一 ’ 一 “‘跳 尸幼万而
‘











, 、「、一 、 , ·沃 。 、一 。 · 、卜 号,
·。 一
合彦、
戈, 一 , 、 , 、 十
兀 乙
, 、 一 几 一 亏 一 、
一
‘
月 十 艺 , 十 ‘ 月 十 注 凡





其 中 是过节点 的三角形格子 的个数
。
滑移面技术
对于 问题往往需考虑两个面 间的滑移 ,
精神发展 了滑移面技术 , 其要点如下
由指定一主节点列来确定 “ 主 ” 滑移线
。
由指定一从节点列来确定 “ 从 ” 滑移线 ,
相 同
。
例如弹体和靶板 , 我 们按 照 文献【 的
从节点间间隔应和 主节点列 间 间隔大致
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对每个积分时 间间隔 , 以通常方式应用运动方程到 “ 主 ” 和 “ 从 ” 节点
。
检查 以确定从节点和主滑移线 间是否发生 “ 相交 ”
。
如果发生 了 “ 相交 ” , 沿 主滑移线法 向把从节点移到 主滑移线上
。
调整该 “ 从 ” 节 点和它所 “ 相交 ” 的主滑移线上某线段两端点 的法 向速度
。
例如 , 在 图 上节点 按 运 动 方 程从
运动到 , 然后 把 它 置 于 主 滑移线 上位 置
处 , 线 是垂直于 主滑移线的 , 然后 调 整
从节点 和主节点 和 上 的法 向速度
为保证不 发 生 “ 主 ” 和 “ 从 ” 滑 移 线 边 材
料 间 “ 相 交 ” , 我 们 利 用 “ 两 次 扫 描 ” 方
法 , 即第二 次扫描是 “ 主 ”
、 “ 从 ” 滑 移 线 交
换 “ 角色 ” 重新 扫描一次
。
如果一个三角 形 格 子 有 一
、 二 或三 边
位于 滑移线上 , 该格 子材料又处于完全破坏
状态 , 即该格 本 质 上从计算 中 “ 消失 ” 了 ,
应该如何 自动调整 重新定 义滑移线 呢 我们
怎样能得到先滑 的滑移线 , 剔除掉过失 的不
先顺 的部份 呢 我们参照 文献【 , 发展 了








节点列 , , , ⋯ , , ,
连线构成 主 滑移 线 当从主 滑移线 面 的
始节点 运动至终 节 点 时 , 从节 点 总
是 在 其 左 侧
。
格 子 , 和 是 完 全 破 坏
图 滑移面技术
对称轴
的 , 即 它们 的等效塑性应变超过 了指定的等效塑性应变 乓





和 , 在主滑移线 面 上 , 即 和 , 两 节 点 重 叠 了 格 子 和 也
作为完全破坏格来处理
。
结果 主滑移线 面 重新定义作 , , , , , , ,
, 。 , , , , , 诸节 点 的连线 , 而 节点 , , , , , 和 , 被指 定
为新 主滑移线 的从节点
。
在计算 中也采取 两次扫描 方 法 , 第一次 扫描取 滑 移 面技术 中
的 条滑移线 面 为这里 的主滑移线 面 , 第二次扫描取另一条滑移 线 面 作 为侵蚀
交界 面技术 中的主滑移线 面
。
数值算例





的铝球 以速度 , 垂直撞击 的厚靶板
。 因
轴是对称轴 , 计算取对称轴右半部 份 ,
’
利 用 个 网格 点和 个 三 角 形 格 子
。 屈
服应力 。, 一 , 状态方程 中的常数 , ’。 ,
· ” ,
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’ , 初始密度 户。 , , 弹性剪切模量 一。‘ ,
破 坏 参 数 取 今 , 。。 一 的 , 。。
。
我 们 以 坑 底 速 度 簇 作 为 开 坑 结 束 的 标
准 , 结 果 坑 深 为 , 坑 径 为 , 与文献【 的实验结果相近
。
图 给 出它 在
碰撞 后 娜 时 的网格 图 。
图 铝球撞靶后 娜 时的网格 图 图 撞靶后不 同时刻的网格 图
例 是直径 为 知 的铝球以速度 , 垂直撞击厚度 为 的铝薄板
·
计
算 中用 到 的其它参数同上例 图 至 图 给 出它在 碰撞后若干时刻的 网格 图 , 孔 径 为
, 与文献【 很接近
。
图中 , “ · ” 是完全 破 坏 格 子 的节 点 , 这些 节点保持其质
量 , 以完全破坏前所具有 速 度 运 动
。











图 铝球 以 撞靶后若干时刻的网格 图
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云头部 的飞行 速度是 , 与文献【 的结果 相差不很大
。
结论




李荫藩等 数值模拟弹 塑性流动 的拉格 朗 日任意三角形 网格有限体积法及其在 问题 中的 应
用 , 中国科学院计算中心研究报告 ,
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梁珍漩等 编码 的介绍 , 中国科学院计算 中心研究报告 ,
刁 , ,
月 , , 一
, , , ,
一
陈宇 关于 流体力学方程 的有限元法和有限体积法离散化格式的 比较 , 流体力学 数值方法讨论
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